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Resumen

En este trabajo, con base en el concepto de entropia de Shan-
non, se propone una medida de eficiencia de mercado que uti-
liza la funcién de densidad empirica de los rendimientos como
alfabeto para calcular la entropia del sistema y proveer con ello
una medida de eficiencia de mercado. Se demuestra que bajo
ciertas condiciones de ergodicidad y de estacionariedad la en-
tropia muestral converge a la entropia del estado dominante,
lo que valida el uso de la entropia muestral como medida de
eficiencia del sistema. Asimismo, se demuestra que la medida
propuesta es consistente con algunos de los axiomas de Artz-
ner et al. (1999) acerca de una medida coherente de riesgo. Por
ultimo, con fines ilustrativos, se llevan a cabo varias aplicacio-
nes de la medida de eficiencia propuesta a distintos mercados
de capitales: DJIA, S&P500, FTSE100 e IPC.

Palabras clave: informacién, mercados eficientes, comporta-
miento de agentes
Clasificacion JEL: G14, C92, C63
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An market efficiency measurement. An information theory approach
Abstract

In this paper, based on the concept of Shannon entropy, we propose a measure of market
efficiency by using the empirical density function of returns. Under certain conditions of
ergodicity and stationarity, it is shown that the sample entropy converges to the entropy of
the dominant state. It is also shown that the proposed measure is consistent with some of
the axioms from Artzner et al. (1999) of a coherent risk measure. Bounds on the behavior
of entropy as a measure of efficiency on the basis of extreme cases are also established;
going from deterministic processes to pure white noise stochastic processes. Finally, for
illustrative purposes, we carry out several applications of the proposed efficiency measure
of capital to different markets: DJTA, S&P500, FTSE100 and IPC.

Keywords: information, efficient markets, agents’ behavior
JEL Classification: G14,C92, C63

Introduccion

A través del tiempo se ha construido un complejo aparato de conocimientos al que
llamamos ciencia. Para su desarrollo, ésta requiere de supuestos que usualmente
van cambiando con el tiempo. Un ejemplo de la transformacion de los supuestos
sobre los cuales se fundamenta el corpus tedrico de alguna ciencia estd dado por el
concepto de eficiencia de los mercados en las finanzas modernas.

El concepto de eficiencia de mercado nace con el trabajo de Fama (1970), el cual
model6 la teorfa financiera en las siguientes décadas. Aunque los vaivenes en el
comportamiento de los mercados y las subsecuentes investigaciones empiricas que
buscaron explicarlos —v.g. Taleb (2008), Lo y MacKinlay (2002) y Clare y Tho-
mas (1995) o Mandelbrot (1963, 1966, 1967 y 1971), por citar algunos— han
erosionado y, por ende, relajado el concepto, éste sigue siendo un referente en la
industria y academia.

A pesar de que este concepto es fundamental en la teorfa de portafolios, atin se ca-
rece de una métrica ampliamente aceptada para dicha teoria. Esto favorece la for-
macién de burbujas especulativas, dadas las rachas irracionales no identificadas,
y con ello los movimientos stbitos de ajuste que merman la confianza publica en
los mercados e impide la correcta transferencia de riesgos y recursos entre agentes
econdmicos.
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La métrica propuesta en este trabajo se basa en la variabilidad de la informacién
provista por los rendimientos de mercado, es decir, sobre la capacidad de innova-
cion (sorpresa) del proceso estocastico que conduce estos rendimientos; su légica
es bastante simple, pues tiene como extremos la eficiencia fuerte de mercado (en-
tropia maxima) y la completa predictibilidad del sistema (entropia cero). La gran
ventaja de la medida propuesta sobre el resto de las existentes es su no linealidad y
su independencia respecto a supuestos tedricos restrictivos, v.g. distribuciones de
probabilidad especificas o dependencia de algiin momento muestral.

Asf, el objetivo de este trabajo es proponer una medida de eficiencia que capture
toda la estructura de dependencia que las medidas lineales son incapaces de incor-
porar. En la siguiente seccién se hace un breve resumen de algunos trabajos que
han estudiado y medido, desde diversas perspectivas y con distintos enfoques, la
eficiencia de los mercados financieros. Posteriormente, se define la entropia de
Shannon, se propone como medida de eficiencia de mercado y se verifica su perti-
nencia tedrica en el andlisis del problema; también se establecen las cotas superior
e inferior para la medida y la l6gica detrds del uso de distribuciones empiricas
para el célculo de la entropifa. Mas adelante se aplica la propuesta metodoldgica
a series de volumen y rendimientos de algunos indices bursétiles representativos:
DIJIA, S&P500, FTSE100 e IPC; asimismo, se demuestra que los periodos de crisis
aguda y las consecuentes caidas en el valor de capitalizacion de estos indices estdn
relacionados con fuertes caidas en la entropia, es decir, se demuestra la existencia
de corridas bursétiles que eliminan la sorpresa del mercado, haciéndolo temporal-
mente predecible. Por ultimo, se establecen las conclusiones y las posibles lineas
de investigacion futuras.

., Como se ha intentado probar la eficiencia de mercado?

En su articulo cldsico, Fama (1970) define como eficiencia débil de mercado a la
imposibilidad de obtener, en el largo plazo, rendimientos mds alld de los espera-
dos a través del andlisis de los precios del activo financiero, dejando como unica
posibilidad para obtenerlos el uso del andlisis fundamental o de informacién pri-
vilegiada, esto es,

E[xm‘xl,...,x,]:xt )]

donde x, es el precio del activo en el tiempo ¢. Esta definicién plantea la ausencia
de patrones en los precios de los activos, no necesariamente como un equilibrio.
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Tradicionalmente, esta definicion de eficiencia ha sido analizada mediante diver-
sas pruebas de covarianza y estacionariedad,' v.g. Granger y Morgenstern (1963),
Lehman (1990) y Pincus and Kalman (2004), quienes investigaron si los rendi-
mientos provienen de una martingala.

Analizando el mismo problema desde otra perspectiva, Mandelbrot (1971) de-
muestra que la presencia de valores extremos en los rendimientos de mercado no
viola el supuesto de martingala (s6lo el de proceso markoviano), pero que hacen
practicamente imposible el arbitraje en los mercados por la gran cantidad de capi-
tal necesario para hacerlo.

En los trabajos donde se supone normalidad? en los rendimientos de los activos,
suele realizarse un correlograma para verificar la correlacién del proceso’ con res-
pecto a sus rezagos, O o; esto es, hay que verificar la correlacion a & periodos, ph,
con la varianza de los rendimientos, po = o°. Es decir:

1 N-h

o= (X B (X,-ELY)

ph,() = &

0

Este problema ya ha sido examinado en varios trabajos como el de Oponga et al.
(1999) y el de Yeh y Liao (2001). En estas investigaciones se ha aportado eviden-
cia empirica (usualmente a través de pruebas BDS*) que rechaza la independencia
entre los rendimientos de diversos mercados, por lo que también se rechaza la
hipétesis de martingala.

Este mismo punto también ha sido discutido por Mandelbrot (1963). Este autor
analiza la distribucién de los rendimientos de algunos activos commodities y su-
giere que sus rendimientos siguen una distribucion de Pareto, ademds de presentar
dependencia de largo plazo (efecto José). Por tanto, cualquier inferencia basada

! Usualmente en su forma débil, ya que la estacionariedad fuerte implica un proceso iid.

% La diferencia radica en que la martingala esta basada en esperanzas, mientras que el proceso markoviano requiere
independencia en la funcion de distribucion conjunta.

3 Si la distribucion del proceso estocastico es independiente y conjuntamente normal, basta la no correlacion para
probar independencia.

* La prueba de Brock, Derman y Schmidt usualmente contrasta la hipotesis nula de independencia, aunque
también es usada para probar la hipétesis de caos.
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en el teorema del limite central dejard de lado los efectos de las colas pesadas y la
recurrencia de largo plazo, i.e. rechaza la independencia de las variables aleatorias
del proceso estocastico.

El siguiente nivel de eficiencia de mercado sefialado por Fama es la eficiencia
semifuerte; en ésta se supone que ni los precios de los activos ni el andlisis fun-
damental son suficientes para obtener, de forma sistematica, rendimientos por en-
cima del mercado. Esta forma de eficiencia es, usualmente, formalizada median-
te el uso de esperanzas condicionales y conjuntos crecientes de informacion de
mercado que son conceptualizados a través de una filtracién,’ F, o una filtracion
aumentada {F t}tzo UN 5 En el desarrollo de pruebas para esta forma de eficiencia
es necesario hacer algunos supuestos sobre la distribucion de los rendimientos de
mercado o sobre su interaccion con todo el conjunto de informacion. Esto significa
hacer supuestos sobre la distribucién de las perturbaciones del modelo; ejemplos
tradicionales de este enfoque son las pruebas indirectas que hacen uso de modelos
como el CAPM, esto es

E[rlr]=E[r+Bln-r)+elr]  amNoo) @

donde se supone que los rendimientos de un activo se determinan por su sensibi-
lidad al premio al riesgo de mercado, £, y por la tasa de interés libre de riesgo de
crédito, 7r; se da por sentado que cualquier desviacion sobre esta linea de mer-
cado serd producto de una perturbacion, la cual se supone que proviene de una
variable aleatoria normal con media cero y varianza constante. Sobre esta linea de
investigacion también se pueden encontrar modelos como el APT, el cual pretende
ortogonalizar factores de riesgo, Fi, que afectan a los rendimientos de mercado.
Al igual que el CAPM, se supone que cualquier desviacion respecto al modelo es
causada por una variable aleatoria normal, esto es

E[7}|Ft]=E[rf+ﬂ1E+---+ﬂnE7+gi|Ft] 6‘,-~N(0,O'2) 3)

Existen trabajos —como los de Roll y Ross (1980) y Fama y French (1992) — que
exploran esta posibilidad y muestran que la hipétesis de mercados eficientes no ne-

3 Formalmente, se define una filtracion a una familia F = (F,),__ de sigmas algebras tales que ', — F paratodaser.
¢ Se define como filtracion aumentada a la union de una filtracién con su conjunto nulo.
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cesariamente estd ligada al cumplimiento del CAPM o del APT. De hecho, Fama 'y
French encuentran que la /8 es un predictor pobre de los rendimientos en presencia
de otros regresores asociados a las variables fundamentales de la empresa, v.g.
cantidad de activos, razén precio-ingresos, apalancamiento o la razén del valor en
libros y el valor de mercado. Otras criticas a esta forma de contrastar la hipdtesis de
eficiencia semifuerte de mercado estdn basadas en el trabajo de Roll (1977), el cual
establece que al probar CAPM no se estd probando la eficiencia de todo el mer-
cado, sino tnicamente de un indice; esto es, el problema de la hipdtesis conjunta.

La tdltima forma de eficiencia introducida por Fama es la eficiencia fuerte, la cual
implica que ningin agente econdmico es capaz de obtener ganancias extraordina-
rias de manera sistematica aun usando informacion privilegiada. Tradicionalmen-
te, esta forma de eficiencia es probada mediante el estudio de ventanas de tiempo
alrededor del evento corporativo (andlisis de eventos). La idea bésica de esta técni-
caes que antes del anuncio formal del evento algunos agentes tendrén informacion
privilegiada de primera mano que pretenderdn usar en el mercado con el fin de
obtener ganancias extraordinarias; con ello mueven tanto el volumen comerciado
como el precio.

Autores como Darell y Bacon (2010) y Pichardo y Bacon (2009) hacen uso de
esta técnica para analizar las perturbaciones en los rendimientos o volimenes de
mercado en eventos como la quiebra de Lehman Brothers. En ambos casos, se en-
contraron evidencias débiles de operaciones con informacién privilegiada, aunque
ellas desaparecen con la inclusion de otros factores de riesgo; asimismo, la eviden-
cia empirica no es concluyente sobre los efectos del uso de informacién privilegia-
da en el mercado dado el pequefio tamaiio relativo de las operaciones analizadas
con respecto al resto del mercado.

En cualquier caso, la entropia de Shannon es capaz de captar esta clase de eventos,
pues se reflejan, irremediablemente, en el precio de mercado que se usa para el cal-
culo de la distribucién empirica porque forman parte del alfabeto generado por el
mercado bajo esas circunstancias especificas, por lo que la medida aqui propuesta
es capaz, incluso, de detectar formas de dependencia no lineal, ya que hace uso de
toda la funcién de distribucion.

Los enfoques basados en el supuesto de linealidad para probar la eficiencia de

mercado en cualquiera de sus formas han sido los dominantes a partir del articulo
seminal de Fama; sin embargo, no han sido los tnicos. A partir del desarrollo de
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los modelos de volatilidad condicional de Engle (1982) y Bollerslev (1986), una
gran cantidad de pruebas de dependencia de segundo orden han sido implementa-
das para probar dicha eficiencia, aunque los resultados de estos trabajos han sido
mixtos; véanse, por ejemplo, Brock, Hsieh y LeBaron (1991), Lux (2000), Hsieh
(1991), Chen, Lux y Marchesi (2001), asi como Hong y Lee (2003), quienes han
dejado un importante cimulo de ideas sobre la elusiva naturaleza del problema y
algunas técnicas para probar la no linealidad que subyace.

Tal vez la mds conocida de estas pruebas es la desarrollada por Brock, Dechert y
Scheinkman (1991), la cual estd basada en el concepto de dimensién de correla-
cion. La idea bdsica de esta prueba es establecer si una serie es independiente e
idénticamente distribuida (iid) al examinar la estructura de probabilidad implicita
en la serie, lo que en el fondo constituye una biisqueda de dependencia no lineal
dentro de la distribucién empirica de los datos. Lamentablemente, esta prueba
arroja un resultado dicotémico sobre la eficiencia de mercado, por lo que no puede
ser usada como una medida de su eficiencia.

Aunque estos modelos han tenido un gran éxito encontrando estructuras de depen-
dencia lineal dentro de las series, ain permanecen sin explicar algunos fendmenos
como las colas pesadas y la persistencia en las series de alta frecuencia. Tal vez
sea en este punto donde radica la principal bondad de la entropfa de Shannon
como medida de eficiencia de mercado, pues capta ambos fenémenos al incluir
mediciones consecutivas de entropia inducida por la distribucién empirica de los
rendimientos de mercado. Este punto se tratard con mds detalle posteriormente.

Otra técnica que pudiera ser usada en la medida de la eficiencia de mercado es el
célculo del exponente de Lyapunov, A. Este mide la tasa de divergencia después
de n pasos, dy, a la que dos trayectorias se separan una de otra para cada par de
puntos, Xoy Xo+ €, dentro de la serie. Esto es,d, = e"ﬂ(x(‘)g, lo que implica que el
exponente de Lyapunov, 4, estd dado por

—n

&

A= lilrnl In
n—>0 n

“)

Bésicamente, el exponente de Lyapunov provee de un indicador de la sensibilidad
de la trayectoria a las condiciones iniciales. Es importante notar que esta herra-
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mienta puede ser usada en series de tiempo, aun cuando estén “contaminadas”,
por una variable aleatoria, aun cuando ocasione mayor tasa de errores del tipo 4.’

Este problema es tratado por Tanaka, Aihara y Taki (1998) y Nychka, Ellner, Mc-
Caffrey y Gallant (1992). En sus trabajos, estos autores concluyen que la medida
puede ser imprecisa cuando el proceso estocdstico que contamina la serie no es
iid o presenta colas pesadas a intervalos irregulares, tal como lo hacen las series
financieras.

La evidencia empirica presentada en todos estos trabajos sugiere que para medir la
eficiencia de mercado es necesaria una métrica independiente del proceso gaussia-
no que ademds sea capaz de captar los cambios abruptos (efectos de cola) de los
rendimientos de mercado; incluso se sugiere que la métrica deberia de ser capaz de
captar los efectos de dependencia de largo plazo que exhiben estos fendmenos. A
lo largo de las siguientes secciones se mostrard que todas estas cualidades desea-
bles son exhibidas por la media aqui presentada.

La pregunta natural que surge de esta profunda revision bibliografica es ;qué tan
lejos se encuentra un mercado en particular de la eficiencia fuerte de mercado?, o
expresado de otro modo: ;qué tan eficiente es un mercado? Con la intencién de
dar una respuesta a esta interrogante se propone el uso del concepto entropia de
Shannon (1948) para medir la eficiencia de un mercado. En efecto, si un mercado
es perfectamente eficiente, cada variacion en el precio aportard nueva informacion
util para la descripcidn del sistema, mientras que un mercado menos eficiente po-
drd ser descrito con menores cantidades de informacion.

La entropia en el analisis de los mercados

La teoria de la informacion nace con el articulo de Shannon (1948), donde se esta-
blece que la entropia puede ser entendida como una medida de incertidumbre aso-
ciada a una variable aleatoria. Aunque en la literatura especializada existen varios
trabajos que buscan asociar el concepto de entropia con algtin aspecto del mercado,
ésta no ha sido plenamente explotada como medida de eficiencia del mismo. Algu-
nos ejemplos de estos trabajos son el de Pincus (1991) y el de Gabjin, Seunghwan
y Cheoljun (2007), los cuales hacen uso de la entropia aproximada para medir la
aleatoriedad de una serie de tiempo y, de forma indirecta, su eficiencia.

7 La probabilidad de no rechazar una hipotesis nula que es falsa.
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En otros trabajos, como los de Chen (2006) y Risso (2008), se hace uso de la en-
tropia de Shannon para determinar el valor de la informacion segtin el nimero de
personas que la conocen, mientras que autores como Zunino, Zanin, Tabak, Pérez
y Rosso (2009) usan las permutaciones de la entropia y que puede ser vista de for-
ma heuristica como el nimero de trayectorias no asequibles para los rendimientos
de mercado, dada la informacién conocida, para tratar de medir su eficiencia.

La idea central de este trabajo es ver al mercado como una fuente de informacion,
i.e. como un fendmeno que produce una sucesion de resultados aleatorios que son
agrupados en un alfabeto, 4, el cual estd constituido por todos los posibles resulta-
dos del experimento, lo que equivale a un espacio muestral, Q.

Del mismo modo, es posible establecer una o-algebra de Borel, B, basada en el
espacio muestral del alfabeto, lo que genera un espacio medible, (€2, B). Para intro-
ducir un proceso estocdstico es necesario dotar una funcién de probabilidad para
generar un espacio de medida®, (€2, B, P), y mds tarde un sistema dindmico de la
forma (€2, B, P, T)° sobre el cual se define un proceso estocéstico que da lugar a
una serie de alfabetos, 4i, correspondientes a cada una de las variables aleatorias Xt
que representan los rendimientos del mercado;!® para mas detalles véase Halmos
(1956). Lo anterior significa que cada rendimiento es una letra del alfabeto de mer-
cado que proporciona informacién sobre este (sin importar como fue producida
esta informacion), por lo que capta toda su estructura de dependencia).

El proceso estocéstico anteriormente descrito determina un nuevo vector aleatorio,
X’ ={x,;neJ },J <T,T =Z", que estd soportado en un espacio de probabilidad
de la forma, ( A", B/.P,, ) donde la medida de probabilidad inducida estd dada
por:

PT(F)=P((XT )_1(F))=P(a):XT (a))eF); FeB! (3)

X

Es importante notar que ambos espacios de probabilidad son equivalentes dado
que su estructura estocdstica es la misma. El primer modelo definido para un es-
pacio de probabilidad desconocido y el segundo para las realizaciones observa-

8 Por tanto, se deben cumplir los axiomas de probabilidad y sus consecuencias.
° Se supone que la transformacion 7 : Q — Q) es Borel medible.
' Por simplicidad, se supondra que cada uno de los alfabetos 4, son idénticos entre si.
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bles (transformaciones); éste dltimo es conocido como modelo de Kolmogorov
para procesos estocdsticos. Esta transformacion también genera su propio sistema
dinamico, (AT ,B AT ’PXT ,T ) el cual puede ser combinado con una funcion de
muestreo definida incluso para el tiempo cero, I1,, 0 €T de tal forma que es posi-
ble definir una funcién de muestreo, ¥, (x) =11, (T ”x), x=x" e A" equivalente al
modelo de Kolmogorov y que estd relacionada con las muestras obtenidas a partir

del alfabeto, 4 T, dado por los rendimientos de mercado.

Esta no es una cuestion intrascendente, pues implica que se puede establecer un
alfabeto para el proceso estocdstico que genera los precios (o rendimientos) del
mercado, aun cuando esté formado por una serie de elementos ocultos para el
observador (microestructura del mercado). Incluso esto implica que el alfabeto
generado a través de la distribucion empirica es una transformacién del alfabeto
original.

Con el fin de obtener medidas confiables de la entropia del mercado es necesario
establecer su estacionariedad asintética en media (AMS)'!, i.e., se requiere que el
sistema dinamico, (2, B, P, T), generado por el mercado cumpla con

P(G)= 1imlniP(T-kG)

n—>0 n k=0

donde todos los subconjuntos G pertenecen a la o-dlgebra de Borel, G € B, lo que
dota al sistema dindmico de propiedades asintdticas que permiten establecer la
equivalencia entre los diferentes espacios de medida mencionados anteriormente;
para mds detalles véase Gray (1988). Estas propiedades de estacionariedad asintd-
tica en media (AMS) del sistema incluyen:

a) La equivalencia en probabilidad, P(G) = P(G) i el evento G es invariante,
T'(G)=G

b) Equivalencia en media, E, [ g] =E; [ g] , si la variable g es invariante a.s,

P(g(T(x))zg(x))zl )

¢) La media asintética de la medida P domina asintéticamente a la medida P,
i.e., si

" Por sus siglas en inglés, Asymptotic Mean Stationary.
4 g ymp Y
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P(G)=0= limsupP(T”’G) =0-
-
Estas tres caracteristicas garantizan la convergencia de los promedios muestrales y
caracterizan los limites de las inferencias sobre las fuentes dando lugar al teorema
de descomposicién ergédica para sistemas dindmicos, (2, B, m, T), con media
finita, m, i.e.,

lim— ZfT’ ,ﬁ[f‘l]

n—o p

donde la funcién f pertenece al espacio de las funciones integrables, f € L' (%) el
es una o-algebra de eventos invariantes.

La idea central de este teorema de descomposicion ergddica es que cualquier fuen-
te estacionaria, aun siendo no ergédica'?, puede ser representada mediante una
mezcla de subfuentes estacionarias y ergddicas.

Esto no es una cuestiéon menor, pues aun suponiendo que el mercado no sigue la
propiedad Markoviana de un paso'® podria presentar efectos de memoria larga
como los sugeridos por Mandelbrot, los cuales son susceptibles de ser medidos en
algunos intervalos de tiempo.'* Este teorema provee las bases para proponer a la
entropia (y transformaciones de ella) como una medida de eficiencia que puede ser
aplicada a una amplia gama de procesos estocdsticos, entre ellos a los rendimientos
de mercado; para més detalles al respecto véase Gray (2009). En pocas palabras,
este teorema permite usar sucesiones en el tiempo de distribuciones empiricas de
los rendimientos de mercado como el alfabeto generado por éste.

Por lo anterior es necesario definir un espacio de medida (€2, B) y una transforma-
cion T : Q — Q sobre la cual es posible establecer otro espacio medible, (A, L), con
una familia de medidas ergddicas, {m AE A}, sobre el primer espacio (€2, B) y un

12 Se dice que un proceso estocastico, {e } , es ergddico cuando para cualesquiera dos funciones acotadas que
mapean vectores a, b, a escalares reales, f : R >R ,g:R” — R'cumplen con

hm‘E[f Eipise z+u°)g(€;4:‘9;+A+1’~'-6z+n+h’)]
|E €€t gwu’):IEl:g(gHA’gl+k+l""g/+n+h’)]|

13 Se dice que un proceso estocastico, {a/ }’20 cumple con la propiedad Markoviana cuando
P(X, =xX Xy=5)=P(X, =x,|X,, =x,,)

el = Xyoppeees

14 Este problema ha sido tratado con modelos de Markov switching para los regimenes de volatilidad y otros
modelos de umbral.
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mapeo medible,  :©Q = A tal que la transformacion sea invariante, y (T (x)) =y (x)
, para toda x. Del mismo modo, si se establece una medida estacionaria, m, sobre el
espacio medible, (Q, B), y Py es la distribucién inducida, P, (G)= m(./l (G)) para
G € 4, entonces

m(F)=[dm(x)m,, (F)=[dF,(2)(F) paratodo F €B  (7)

Ademds, si se define una funcién sobre el espacio de las funciones m-integrables,
f eL'(m), sobre la medida de probabilidad original, también lo serd sobre la medi-
da de probabilidad inducida, jdf;, (A)m, (F) para toda F'e B. Esta tltima propie-
dad garantiza la existencia de la entropia tanto para el proceso original (los rendi-
mientos de mercado) como para cualquier transformacion que se haga de ella, v.g.
una transformacion logaritmica, como la usada en la construccion de la entropia.

Todos estos resultados, propios de los procesos estocdsticos y comunmente utiliza-
dos por econometristas y financieros, implican la posibilidad de medir la eficiencia
del mercado, al menos durante algunos periodos donde la independencia del proce-
so y su estacionariedad sean demostrables a través de transformaciones logaritmi-
cas sobre la medida de probabilidad empirica; es decir, a través de la entropia del
alfabeto generado por el mercado.

En efecto, la variedad de los posibles resultados y la distribucién de los rendimien-
tos observados en el mercado determinan el grado de “sorpresa” generado por el
proceso estocdstico asociado a la distribucion de los rendimientos, por lo que se
puede esperar que un mercado con poca variacién en los rendimientos tenga una
menor entropia que un mercado donde las sorpresas son comunes. Esta cualidad
convierte a la entropia en un candidato para medir la eficiencia del mercado y
hacerla comparable con otros periodos, pues en teoria el proceso estocdstico que
genera el alfabeto es el mismo."

Una vez revisados los conceptos de procesos estocdsticos necesarios para estable-
cer a la entropia como medida de eficiencia, dado que mide la cantidad de informa-
cion nueva (sorpresa) generada por los nuevos precios o rendimientos, es necesario

15 La entropia entre mercados no parece ser comparable de forma directa, pues se puede esperar que los
rendimientos o precios de dos mercados distintos provengan de procesos estocasticos distintos. Una primera
forma de hacerlos comparables es la dependencia entre los mercados o su grado de sincronizacion.
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explicar, a grandes rasgos, la naturaleza de esta medida y algunos de los alcances
de su uso como medida de eficiencia.

Entropia de Shannon

Sea (€2, B, P, T) un sistema dindmico y f una funcién sobre el alfabeto definido en
Q sobre el cual estd definido un proceso estocastico, fn=f T, que puede ser visto
como una funcién “codificadora” del espacio original, i.e., de los estados de la
naturaleza a los rendimientos, y que puede ser transformado en un modelo de Kol-
mogorov que genera, a su vez, un alfabeto finito, i.e., las frecuencias de la funcién
de distribucion empirica. Estas dos funciones generan una sucesion estacionaria o
de codigos invariantes'® que son equivalentes bajo ambas transformaciones, esto
es:

/(T(@)=T,7 (o) ®)

lo cual puede ser interpretado como la transformacion de los estados de la naturale-
za (reportes de ganancias, escdndalos corporativos, cambios tecnolégicos, etc.) en
rendimientos de activos que pueden ser medidos y clasificados en una funcién de
distribucién empirica sobre con la cual se calcule la entropia del sistema.

Estas transformaciones pueden ser usadas para generar un espacio de probabilidad
de la forma (€, B, P) sobre el cual se calcule la entropia, entendida como el supre-
mo de todas las tasas de entropia del sistema, la cual estd dada por

H,(f)==Y.P(f=a)lnP(f=a) ©

acA

donde es necesario definir al producto de O[In(0)] como O con el fin de mantener el
orden de la ecuacién anterior."”

Esta entropia mdxima también es llamada la entropfa invariante Kolmogorov-Si-
nai del sistema, por lo que la tasa de entropia media del sistema estd dada por

Hp(f)=limsup H} (f) (10)

=H,(Q)=limsupH} (Q)

n—

1 De ahi la necesidad de garantizar la estacionariedad del modelo.
17 La definicion fue propuesta por Shannon en su trabajo seminal y se ha mantenido hasta hoy.
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Para el andlisis de la eficiencia de mercado, la entropia serd encontrada de manera
computacional; asi, se calcula una funcién de distribucién empirica —histograma
con 100 particiones— para cada afio de actividades. Este histograma es construi-
do de la manera tradicional: primero se encuentra el valor de la distancia entre el
maximo y el minimo de la muestra; después se separa por el niimero de particiones
deseadas (100); posteriormente se realiza un conteo de los valores que quedan den-
tro de cada una de las 100 clases (letras del alfabeto) de cada histograma.

Una vez obtenido, se calcula la entropia de Shannon siguiendo (9). Este mismo
proceso se realiza para todos los afios de la muestra, por lo que se genera una serie
de tiempo correspondiente a la entropfa de cada afo. Esto equivale a hacer una
serie de tiempo con el promedio ponderado (por la distribucién empirica) de la
informacion nueva provista por cada parte del alfabeto (clase) de cada afo.

Este proceso meramente numérico es vélido dado que se cumple con todas las
hipétesis sefialadas en parrafos anteriores, a saber: se trata de un proceso ergédico
con una funcién de distribucion equivalente a la del mercado para cada parte de
la discretizacion del proceso estocdstico que genera los precios de mercado o sus
transformaciones (rendimientos).

Esta forma de construccion de la entropia estd basada en el trabajo de Billingsley
(1965), quien propone que dado un alfabeto finito'® {xn} con una distribucién m es
posible establecer un vector de variables aleatorias X = (X 0. RN, ¢ MH) de
dimension n que proporcionen un bloque de la muestra. Por lo tanto, las variables
aleatorias n”' Inm (X ,:’) son uniformemente integrables.

Este importante hecho permite establecer a una funcién empirica como la base del
célculo de la entropia del alfabeto generado por el mercado y representado por sus
rendimientos. Ahora sélo resta establecer la afinidad!® entre el alfabeto generado
por el proceso estocdstico generado por el mercado y la entropia calculada median-
te las distribuciones empiricas de los rendimientos.

En su trabajo, Gray (2009) demuestra que si un alfabeto discreto de un proceso
estocastico, {xn }, tiene dos medidas de probabilidad, m, g, entonces para cualquier

'® No necesariamente estacionario.
19 Entendida como una transformacién seguida por una traslacion, esto es, f (XI seees X, ) =Ax ++Ax + b
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mezcla entre ellas dada por A€(0,1) la entropia del alfabeto estd acotada por la
inducida por la distribucién dominante. Esto es,
AH, (X")+(1-2)H, (X")< H i (X))

(11)
<AH, (X")+(1-A)H,(X")+h(4)

donde %, (1) es una funcién positiva de A. La igualdad se alcanza en el caso parti-
cular de encontrar un proceso estacionario, esto es
n ny__
AH, (X")+(1=2)H, (X")=H,,.._,,(X,)

Por lo tanto, la expresion (11) representa un argumento para suponer que, aun bajo
procesos estocdsticos que presentan un cambio de régimen,? la combinacidn lineal
de las distribuciones de los procesos y, por ende, de sus entropias convergerdn a la
entropia del estado dominante.

Esto no es una cuestién menor, pues la aplicacion de la medida de Kolmogorov-Si-
nai, expresada en (10),y la demostracién de dominancia de una entropia en la pro-
puesta de Gray, establecida en (11), permiten suponer que las entropias inducidas
por las distribuciones empiricas del proceso convergerdn a la entropia del estado
dominante y, por lo tanto, el proceso de maximizacion de entropia puede ser sus-
tituido por un algoritmo numérico que aproxime estas condiciones, como se hace
en este trabajo.

Tal y como se puede observar, se detallé la forma en que se calcula la entropia
de Shannon para cada afio de la muestra y la validez del procedimiento numérico
anteriormente explicado. Es decir, se aporta el aparato formal que valida la métrica
aqui propuesta.

Cotas de comportamiento para la entropia como medida de eficiencia

A continuacién se determinan las cotas sobre el comportamiento de la entropia
como medida de eficiencia de mercado. Dichas cotas se establecen considerando
los casos extremos, es decir, yendo de procesos deterministas puros a procesos
estocdsticos definidos inicamente por ruido blanco. De esta manera, en un punto

% Existe una gran cantidad de trabajos al respecto, tanto en media como varianza.
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intermedio se encontrarian los procesos deterministas contaminados por alguna
clase de ruido, tal y como podria esperarse en los procesos estocdsticos propios de
las finanzas.

En las gréficas 1, 2 y 3 se muestran, respectivamente, los célculos para la entropia
de una constante, una recta y una parabola. En todos los casos, se hizo una serie de
tiempo (determinista) siguiendo una funcién que arrojé 500 valores? (para cada
una de las funciones) que fueron agrupados en un histograma para aplicar después
el algoritmo descrito anteriormente.

Resulta importante aclarar que en todos los casos el alfabeto usado para el calculo
de la entropia del proceso es el generado por las distribuciones empiricas de la
muestra, lo que resulta védlido dada la convergencia de la entropfa muestral a la del
proceso original demostrada en secciones anteriores. Esto es vélido aun en casos
degenerados como los de procesos deterministas, los cuales sufren de un rapido
decaimiento de la tasa de informacién dada proporcionada por el proceso.

Todos los graficos mostrados a continuacién mantienen en el eje Y el valor de la
entropfa de Shannon, mientras que en el eje X se muestra el nimero de particiones
muestrales asociadas a cada entropia.

Grifica 1
Entropia para una constante

0,04

0,02

0,015
0

10,7810, 0,0125106

21 Esta simulacion se realizé en Phython 4.2 para Linux
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Grifica 2
Entropia para una recta

31

“deterninista2.fin" ——

2.8

27,0710, 3,02397

Grifica 3
Entropia para una parabola

"x_cuadrada, fin" ——

0 2 4 3 8 10 12
8.31247, 2,23631

En contraste con el caso determinista, las graficas 4 y 5 muestran la entropia de
ruido blanco y de un proceso estocdstico de variables uniformes iid. En ambos ca-
s0s, la entropia permanece en un patrén oscilante dado que cada nueva realizacién
aporta nueva informacion sobre el proceso.

Contaduria y Administracion 59 (4), octubre-diciembre 2014: 137-166 153



Reyna Susana Garcia Ruiz, Salvador Cruz Aké y Francisco Venegas Martinez

Grifica 4
Entropia para un proceso estocastico uniforme

“aleatorio,fin" ——

0,01

0,009
o

22,1290, 0,0158761

Grifica 5
Entropia para un ruido blanco

“norn_aleat. fin" ——

0.06

0 5 10 15 20 2% 30 3% 40
18,1408, 00714376

Es importante aclarar al lector que esta seccién no pretende otra cosa sino mostrar
de forma empirica las cotas teéricas que Shannon dio en su trabajo seminal para
el comportamiento de la entropia. En €l se establece que una constante tendrd una
entropia de cero y se demuestra que la distribucién de probabilidad con mayor
entropia es la uniforme, pues corresponde a la distribucién de mayor sorpresa en
la informacion, lo que coincide con el criterio bayesiano de menor informacion a
priori.
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Entropia como medida de eficiencia para series de tiempo de diversos indices
bursatiles

En el transcurso de esta seccién se lleva a cabo el cdlculo de la entropia, siguiendo
(6), de diversos indices bursétiles con un algoritmo (mostrado en un apéndice) que
divide la muestra por afios calendario. Especificamente, para cada afio se toma una
particion (alfabeto muestral), comenzando con 10 intervalos y llegando hasta 500,
para calcular la distribucién empirica de los rendimientos de cada mercado (visto
como serie de tiempo), lo que permite captar cambios estructurales o rompimien-
tos abruptos propios de periodos de gran estrés financiero; todo ello estd basado en
la idea de dominancia de un alfabeto (particion) especifica tal y como lo explic
Grey (2009) y se resume en (11).

Sobre estas particiones se toma el valor mds grande de la entropia del sistema y se
repite el procedimiento un nimero grande de veces tomando como particién aque-
lla que lleve a la entropia a su mdximo valor, esto se hace para toda la muestra de
tal manera que se alcance la entropia méxima del sistema, lo cual fue formalmente
detallado en (10).

Todos estos cédlculos parten del supuesto de que el alfabeto generado por los pre-
cios o sus transformaciones (rendimientos) representa el alfabeto generado por el
mercado, lo cual se fue formalizando al establecer medidas equivalentes entre el
mercado y sus precios (5) para después fundamentar la validez de este cdlculo en
series de tiempo ergddicas (6) y, finalmente, proveer de una base tedrica para el
uso de probabilidades empiricas como probabilidades inducidas del proceso (7).

Con el fin de mostrar que la medida propuesta es adecuada, se calcul6 la entropia
anual para el S&P500?%, FTSE100%, DJTA?* e IPC?®. En todos ellos se observé una
caida simultdnea en la entropia de precios y rendimientos en las épocas de pdnico
financiero que estuvieron caracterizados por corridas en los mercados.

En las gréficas 6 y 7 se muestra la capacidad de esta medida de detectar periodos de
pénico en los mercados durante periodos especificos de crisis y claramente iden-

22 Standard & Poor’s 500. Abarca las 500 empresas mas grandes (en términos de capitalizacion) de los Estados Unidos.

% Fiancial Times Stock Index 100. Abarca las 100 empresas mas grandes (en términos de capitalizacion) del
mercado de Londres.

2* Dow Jones Industrial Average. Abarca las 30 empresas mas grandes del mercado de los Estados Unidos.

% ndice de Precios y Cotizaciones. Abarca las 33 empresas mas grandes (en términos de capitalizacion) de México

Contaduria y Administracion 59 (4), octubre-diciembre 2014: 137-166 155



Reyna Susana Garcia Ruiz, Salvador Cruz Aké y Francisco Venegas Martinez

tificables, v.g. el desplome de las bolsas norteamericanas en 1987 causado por los
algoritmos de compra y venta, la caida de las bolsas de 1998, el asesinato de John
F. Kennedy en 1963, el final de la guerra de Corea en 1953, la crisis de 1929, la
reciente crisis subprime (2007 -2008) y otros momentos caracterizados por el pa-
nico financiero en los que los agentes se deshacian de sus activos a cualquier costo.

Grafica 6
Entropia anual para los rendimientos de diversos indices de mercado

Entropia calculada sobre rendimientos del Indice
5 T T T
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Grifica 7
Cambio porcentual en la entropia de diversos indices de mercado

Entropfa calculada sobre niveles del [ndice
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Las gréficas anteriores sugieren una aparente sincronizacién en tiempos de panico
financiero que crece con la integracion de los mercados (excepto la crisis de 1994
en México que no se contagid al resto del mundo), ademds de una adecuada res-
puesta de la entropia ante panicos de mercado y la formacién de la burbuja previa.
En este sentido, es posible observar que la entropia de los niveles de los indices
se mantiene debajo de los promedios anteriores en los dos o tres afios previos al
estallido de las burbujas especulativas de 2007, 2000 y 1987.%

También de las gréficas anteriores se puede inferir que las entropias calculadas a
partir de transformaciones hechas sobre los indicadores de mercado también si-
guen los cambios de la medida en niveles. Ello sugiere el cumplimiento de los
supuestos hechos en la parte tedrica del trabajo sobre las transformaciones y domi-
nancia del alfabeto generado por la fuente (mercado).

Aunque limitada por la enorme cantidad de datos necesarios para la medicién (un
afio de datos diarios arroja un unico punto en las observaciones), la entropia se
muestra como una buena medida de eficiencia de mercado. Posiblemente ejerci-

%6 No hay datos para afios previos, pues solo se tienen para indices de los Estados Unidos.
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cios con datos de mayor frecuencia o con muestras moviles de n observaciones (a
cada paso salen las n observaciones mds antiguas y se remplazan con n nuevas)
resulten mas adecuados para el control de formaciones de burbujas especulativos o
como indicador de la construccion de rachas de mercado.

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha mostrado que la entropia, traida de la teoria de la
informacion, resulté ser una medida apropiada de eficiencia de mercado. A partir
de la construccién tedrica de un sistema dindmico que genera el alfabeto propio
de los mercados, hasta el célculo de la tasa de entropia inducida por la funcién
de distribucion empirica de los rendimientos de indices bursétiles de diferentes
mercados, la entropia captura la estructura de dependencia del mercado y con ello
la informacién que los indices proporcionan sobre el comportamiento colectivo
del mismo. Muestra de ello es la capacidad mostrada para detectar, a posteriori,
la pérdida de eficiencia de mercado en los afos de fuertes caidas en los mercados
cuando las ventas se realizaban en un ambiente de panico.

También se hizo patente que lo importante en el cdlculo de la eficiencia de merca-
do no es el valor tomado por la entropia, sino sus cambios con respecto de otros
periodos (afios). Esto se mostré al usar diferentes particiones para la misma mues-
tra, teniendo como resultado caidas en la entropia (atn con valores diferentes) en
los mismos afios de irracionalidad (panico) en los mercados. Con respecto a este
punto es importante aclarar que la eleccion de la base del logaritmo sobre el cual
se realiza la medicidn es irrelevante dada la posibilidad de cambiarla.

Del mismo modo, el andlisis de eficiencia basado en entropia sugiere que la irracio-
nalidad en los mercados es mayor en épocas de caidas drasticas que en épocas de
auge, i.e., los operadores (traders) son mds proclives a sobre-reaccionar a las malas
noticias.?’ Esta cualidad de la entropia la vuelve una candidata natural para conver-
tirse en una medida de deteccion de burbujas especulativas o de corridas de mercado;
su uso queda como posible linea de investigacion futura, asi como también el uso
de la entropia “intra-dia” como medida de eficacia de los “formadores de mercado”.
Otra posible linea de investigacion surgida a partir de este trabajo es la posible sin-
cronizacién de los mercados mundiales, la cual implicaria la disminucién de los be-
neficios obtenidos por la diversificacion internacional en los portafolios de inversion.

7 Sin importar si son humanos o algoritmicos.
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Anexo 1
Algoritmo usado en el cilculo de la entropia

Sub mideentropiamax()
‘Limpia hoja
Worksheets(‘“Entropia”).Range(“A1:QQ100000”).Clear
‘Introduce datos
totdat = Worksheets(“Datos”).Range(“F17).Value ‘Ntimero total de datos
tamventana = Worksheets(“Datos’).Range(“F2”).Value ‘Numero de datos a
considerar en cada histograma
intervalos = Worksheets(“Datos”).Range(“F3”).Value ‘Ndmero de particiones en
la ventana
‘Fin de introduce datos
contador5 =0
max_ent_prec =0
max_ent_rend =0
max_intervalo_prec =0
max_intervalo_rend =0

For contador5 = intervalos To tamventana
tasa_entropia_prec = 0
tasa_entropia_rend =0
intervalos = contador5

‘Calcula la entropfa para el nimero de intervalos
eSPECIfiCAdO..coeeiiiiieiieiece e
ultimoanalizado = totdat
particiones = totdat \ tamventana
contadorl =1
suma_ent_rend =0
suma_ent_prec =0
‘Hace los histogramas para cada una de las particiones de la muestra
For contadorl = 1 To particiones
contador2 =1
maxbinrend =0
minbinrend = 0
maxbinprec =0
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minbinprec = 1000000000

Dim vecdominiorend As Variant
ReDim vecdominiorend(intervalos + 1)
Dim vecdominioprec As Variant
ReDim vecdominioprec(intervalos + 1)

‘Inicia célculo de histograma individual
For contador2 = 1 To tamventana

‘Localiza maximos y minimos para precios y rendimientos
If Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 - contador2), 2).Value >
maxbinprec Then
maxbinprec = Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 -
contador2), 2).Value
Else
maxbinprec = maxbinprec
End If
If Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 - contador2), 2).Value <
minbinprec Then
minbinprec = Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 -
contador2), 2).Value
Else
minbinprec = minbinprec
End If

If Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 - contador2), 3).Value >
maxbinrend Then
maxbinrend = Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 -
contador2), 3).Value
Else
maxbinrend = maxbinrend
End If

If Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 - contador2), 3).Value <
minbinrend Then
minbinrend = Worksheets(“Datos”).Cells((ultimoanalizado + 2 -
contador2), 3).Value
Else
minbinrend = minbinrend
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Next contador2
contador3 = (ultimoanalizado + 1)
deltarend = (maxbinrend - minbinrend) / intervalos
deltaprec = (maxbinprec - minbinprec) / intervalos
‘Actualiza la funcion de distribucion en turno
For contador3 = (ultimoanalizado + 1) To ((ultimoanalizado + 2) -
tamventana) Step -1
b = (Worksheets(“Datos’’).Cells((contador3 + 0), 3).Value)
¢ = (Worksheets(“Datos’).Cells((contador3 + 0), 2).Value)
a = Round(((b + (-1 * minbinrend)) / deltarend) + 1)
d = Round(((c + (-1 * minbinprec)) / deltaprec) + 1)
vecdominiorend(a) = vecdominiorend(a) + 1
vecdominioprec(d) = vecdominioprec(d) + 1

Next contador3
‘Cédlculo de entropia parcial para cada punto
contador4 = 1
entrelrend = 0
entrelprec =0
For contador4 = 1 To (intervalos + 1)
vecdominioprec(contador4) / tamventana
probprec = vecdominioprec(contador4) / tamventana
If vecdominiorend(contador4) = 0 Then
entrelrend = entrelrend
Else
entrelrend = entrelrend - (probrend * (Log(probrend)))
End If
If vecdominioprec(contador4) = 0 Then
entrelprec = entrelprec
Else
entrelprec = entrelprec - (probprec * (Log(probprec)))
End If
Next contador4
ultimoanalizado = ((totdat - (tamventana * contadorl)) + 0)
suma_ent_rend = suma_ent_rend + entrelrend
suma_ent_prec = suma_ent_prec + entrelprec

Contaduria y Administracion 59 (4), octubre-diciembre 2014: 137-166 161



Reyna Susana Garcia Ruiz, Salvador Cruz Aké y Francisco Venegas Martinez

Worksheets(“Entropia maxima’).Cells(10 + contadorl, 7).Value = 2011 -

contadorl
Worksheets(“Entropia maxima’).Cells(10 + contadorl, 8).Value =
entrelrend
Worksheets(“Entropia maxima’).Cells(10 + contadorl, 9).Value =
entrelprec
Next contadorl

tasa_entropia_prec = suma_ent_prec / particiones
tasa_entropia_rend = suma_ent_rend / particiones

If (tasa_entropia_prec > max_ent_prec) Then
max_ent_prec = tasa_entropia_prec
max_intervalo_prec = contador5

Else
max_ent_prec = max_ent_prec
max_intervalo_prec = max_intervalo_prec

End If

If tasa_entropia_rend > max_ent_rend Then
max_ent_rend = tasa_entropia_rend
max_intervalo_rend = contador5

Else
max_ent_rend = max_ent_rend
max_intervalo_rend = max_intervalo_rend

End If

Next contador5

Worksheets(“Entropia maxima”).Range(“K2”).Value = max_ent_prec
Worksheets(“Entropia maxima’).Range(“K3”).Value = max_intervalo_prec
Worksheets(“Entropia maxima’).Range(“L2”).Value = max_ent_rend
Worksheets(“Entropia maxima’).Range(“L3”").Value = max_intervalo_rend

End Sub
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